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Deéfinitions

On note N l'ensemble des entiers naturels, Q le corps des nombres ra-
tionnels, B le corps des nombres réels. On pose également N* = N - {0},
R,={recR, z20}etR}=R,- {0}

Soit m,n € N*, U une partie de R™ et V une partie de R”. On note
Cr,vyl ensemble des applications continues de [/ dans V. On pose de plus
C{li) = C(I/,R). Lorsque f € C{[0,1]), on note [1fllee = P,y | S {2} el

= {f € C(10,1]}, {lfllee < 1}. On rappelle que ] {|oo est une norme
sur I'espace vectoriel C([0,1]).

Sait. A une partie de R, On rappelle qu’une fonction f de A dans R est

dite lipschitzienne s'il existe k € R, tel que pour tout z et ¥ dans A,

f(xy = flyt S kla -yl
On note Lip(A) I'ensemble des applications lipschitziennes de A dans R.

Lorsque p € N*, on note C*({0, 1]) I'ensemble des applications de clasze
CP de [0,1] dans R et CZ([0,1]} le sous-ensemble de CP([0,1]} formé des
applications f telles que f( } = f{1) = 0. Lorsque f € C'{[0, 1]), on note

iler = 1 e + 11 oo

On admetira que || || est une norme sur I'espace vectoriel Clo. 1},

Soit W un espace vectoriel sur R muni d’une norme || b, wp € W, et
R e R7. On note Bu-,n “W(mg, ') 1a boule fermée de 14 de centre wo et de
rayen 12 pour la norme || [fi.

On rappel!e qu'une partic & de 117 est dite convexe si pour tont wy. wy S
Nelfefo1],onafw +{1-0w € K. On rappelle également qu'une
partie i de W est dite compacte si de toute suite d'éléments de &, on peul
extraire une sous-suite convergeant vers un élément de K (pour la norme
1| [ls). Enfin, une partie K de W’ est dite symétrique si pour tout w € i,
on a également —u € KA.

Soit. Z une partie de R, ¥ une partie de 7Z, et f une application de Y
dans B. On appelle proiongement de f sur Z une application [ de Z dans
R dont la resiriction & ¥ est f.

Enfin, lorque m € N*, on note 8,y = {tx1,..,Tm) € R™, |z ] + .. +
l-T-mP < 1}1 BEm] = {(:!:1, - Tm) € RT, 137112+ ‘~+‘Im|2 < 1} et S(m—lj
Hagonzm) ER™,mP 4+ 5 = 1]



La partie | du probleme est consacrée & la démonstration de |'existence
de solutions pour un certain type d’équations différentielles. On utilise a la
question 1.9 la version suivante du théoreme de Schauder.

Théoréme de Schauder: Scit E un espace vectoriel normé sur R,
une partie de E non vide, symétrique, convexe, fermée et bornée. Soit T
une application continue de € dans C telle que T{C) est une partie de F
dont. ['adhérence est compacte. Alors il existe e € C, tel que T{e) = ¢.

La partie II du probleme est consacrée a la démonstiration du théoreme
de Schauder. On utilise & la question 11.2.c le théoreme de Brouwer.

Théoreme de Brouwer: Soit P € N” et v une application continue de
BEP) dans Bip. Alors il existe 2 € Bip, tel que p(z) = z.

La partie Il du problenie est consacrée a la démonstration du théoreme
de Brouwer. On utilise 3 la question 111.2 le théoreme suivant, dit "de la
boule chevelue™.

Théoreme de la boule chevelue: Lorsque ) € N* est, pair, il n'existe
pas d application conlinue a de ;) dans S telle que pour tout = € Syg).
afr)-x=0.

La partie IV du probleme est, consacrée a la démonstration du théoréme
de la boule chevelue.

I
I. a) Soit A € RB. Quel est I'ensemble Q) des solutions u# appartenant i
C*{[0, 1]) de ’équation
vr €j0,1], —u"{r]+ An{r) =07 (1)

b) Déterminer le sous-ensemble A de R formé des A tels que pour tout
g € C([0, 1)), ’équation

Yz €]0, 1], —u" (2} + Aulz) = g{a) (2)

admet une unique solution u appartenant a CZ([0, 1]).
On observera en particulier que Ry C A.

Lorsque A € A, on note Wy I'application de C([0, 1]) dans CE([0,1]) qui &
g associe ['unique solution u de [2) appartenant a CZ({0, 1]).

2. Seit A € R3.

a} Donner une majoration de sup e g, {{¥i{g)l{~ en fonction de A {c'est -
a-dire trouver une fonction » de R dans R telle que pour tout A € Ry et
tout ¢ € C([0, 1)) vérifiant ||g]le < 1, on ait 5 (g)]lae € r{A)).

On pourra considérer par excuiple un point # de [+, 1] ol ¥y(y) atteint
sON maxinum.



b) Donner en fonction de A des majorations de supgep; HPA(g)) e et
de supgcp: (¥ ()" (e -

Lorsque p € R, on pose €, = {u € C5([0,1]), Hlul[er < u}. Lorsque
h £ C(R), on note &, Iapplication de C'([0,1}) dans C{{0, 1)) définie par la
formule

Ve € CH{[0, 1)), Yz € [0,1], (@4 (u))(2) = h(u'{x)).

3. a) Soit ¢ € R}. L'ensembie C, est—il une partie non vide, symétrique
ot convexe de C1([0,1]}7 L’ensemble ), est-il fermé et borné dans cH{{o,1])
(pour la norme || [j¢1)?

b} Soit A une fonction continue et bornée de B dans R et A € Ry, Trouver
en fonction de A et h un élément g de R} de telle maniere que

(¥ 0 @) (Ch) C Chu

4. a) Soit. h une application lipschitzienne de R dans R et A€ R7. Montrer
que Wy o ®4 est continue de C{[0, 1]} muni de la norme i| [} dans lui-
méme. On pourra utiliser la. question 1.2.

b} L'application ¥, o $; est-elle encore nécessairement continue (de ([0

muni de ta norme || |}z dans lui-méme) sl Yon suppose seunlement que
hel(R)et AgRL?

5. it (gn)men une suite d'éléments de C([0, 1]) telle que la suite {{1gnllc)nem
est bornée {dans R). Montrer qu'il existe une application strictement CTOIS-
sante o de N dans N telle que pour tout =z € [0,1]N Q. Ia suite réelle
(Gain){2))nen est convergente.

6. a) Peut on trouver un prolongement dans C{[0,1}} & tout élément de

Co.1jn Q) ?

b} Peut-on trouver un prolongement dans Lip([0,1]) & tout élément de

Lip([0,1]NQ) 7

7. Soil {ralpen une suite d'éiéments de BI . Peut-on nécessairement en
extraire une sous-suite qui converge dans C{{0,1]} pour la norme [} [ics 7

. a) Soit (8n)new une suite d’éléments de C1{[0, 1]) telle que ({[saljcr )nen
est bornée (dans R). Pewt-on nécessairement. extraire de la suite (Sa)nen
une sous-suite qui converge dans C([0, 1]) pour la norme |} |1 7

b Soit (1, )ner une suite d'éléments de CH[0,1]) telle que (flunfle +
[t || ee + [l sa)mers est bornée [dans R). Peut-on nécessairement extraire

1))



de la suite (un)nen une sous—suite qui converge dans C! ([0, 1]} pour Ia norme
| Her 7

9. Joit A € R, et & une application continue et bornée de R dans K. On
admet dans cette question le théoréme de Schauder. Montrer qu'il existe
une solution u dans CZ([0, 1]} de I"éguation

Yr €]0, 1], —u"{z) + du(z) = hin'(z)). (3)

It

1. Soit N € N*, F un espace vectoriel sur R de dimension N,et H un
sous ensemble de I supposé symélrique, convexe, fermé, borné, et contenant
au moins deux éléements.

a) Montrer que le sous-espace vectoriel (7 de F engendré par les éléments
de H est de dimension au moins 1 et admet une base formée d’éléments de
‘H. Montrer que  est un sous—ensemble de (7 symeétrique, convexe, fermé,
borné, tel que 0 appartient & i'intérieur de ¥ (H étant considéré comme
partie de (7).

b) On définit une application p de G dans Ry par la formule
. ]
Ya € (5, p(rz}:mf{nG BRI, ;aé?{}.

Moatrer que p est bien deéfinie, et est une nerme sur G. Quel lien y a-1-il
entre B, (0,1) et H 7

¢} Montrer qu’il existe P € {1,2,3. .., N} et une bijection coniinve de
dans B;P] dont fa réciproque est également continue.

2. Soit E un espace vectoriel normé sur R, || ||z sa norme, et ¢ une partie
non vide, symétrique, convexe, fermée et bornée de £. Soit 7 une application

continue de (" dans ' telle que I'adhérence de T'(C') est une partie compacte
de E

a) Soit £ > 0. Montrer qu'il existe ¥, € N*, et €1 €y, € O tels que
T(C) C U:\;H BTE.H ||E(Cfs 3).
b) On définit pour i € {1,2,3,.., N} lapplication 7;, de C dans R par
7e(e) = max (0.2 = 17() - I ).
La formule

Ti(e) = (ir())] (i() t)

définit-elle une application continue de ¢ dans & (pour || ||&)?
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Donner une majoration explicite de sup.ec T:(e) — T (e}l en fonction
de <.

c) On admet 4 cette question le théoreme de Brouwer. On pose He =
¢ (Ref + ..+ Rejy, ). Montrer que T.(He) C H. Montrer gu’il existe €,

dans H, tel que Ty(e:) = €.
\ontrer e théoreme de Schauder.

1w

111

Pour m € N, on dénote par || |jan la norme cuclidienne sur R™ et par -
le produit scalaire euclidien. Siz=(T1,-0Tmh ¥= (Yl .o ym)yonat =
gy +oF Tm Ume

Qu note également (conformément aux notations de Vintroduction) By,
{respectivement B[m]) la boule unité ouverte (respectivemenut fermée} pour
la norme || ljgm. et 2By = {z € R™, lrlem < 2}, 2B, = {r €
E™, lr|lgm €2}

Lnfin, on définit S(m—l} = {:r. e B, ”:i':HRm = ]_}’ S[_m_“ = {’I‘ =

(r1, e Tm) € Spm—-t}+  Tm <0et Dy = [z =(11,Tm) € Stm-1y:  ¥m =

0).

On prendra garde au fait que Sgm) €st une partie de R™H et que Dy

est une partie de ™2,

1 Dans cette question, P € N*, et o désigne une fonction de C(Bpy, (m)
telle que

vr e Bipy. elr) # 1.

a) En utilisant <, construire & € C(‘BEF}‘RP - {U}) tel gue pour tout
T e ‘S‘I:;'J—I]'. EI(I) e - []

b En utilisant £, construire £3 € Cf EPH}.R‘D“ — {0} tel que pout
tout x € S¢pys Golw) - > 0.

¢ Soit Q € {P.P+ 1} Construire {3 € C(BEQ],RQ — {0}} tel que pour
tout = € Sig-1y £afr) =1

d) Soit Q € {2 P+ 1}. Construire &3 € C( ("Q].RQ“ — 10} tel que pour
tout @ € .59 £4(x)-x = 0. el pour toul r € Digo1) &ale} = {0,0,..,0,1).

9 On admet dans cotte question le théoraine de la boule chevelue. Mon-
trer le theoréme de Bronwer.
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On reprend dans cette partic certaines des notations introduites au déabut
de la partie [I1.
De plus, dans cette partie, Q € N*, et o désigne une application de

C(S5(g1. Sig) telle que pour tout z ¢ S@) afz) -z = 0, et telle que
'application

- T
G&a e ROV 2 {0} = a(m) 7 ]lpa+

soit. de classe ("' de R®*t — {0} & valeurs dans R9+1.
Lorsque & € R, 2 € R9*! — {0}, on note
r+ta(z)
V1ti?

L. Montrer qu’il existe tq € R tel que lorsque ¢} < tg, I'application 3 est
un C'-difféeomorphisme de 2By~ Biqy1y dans lui-méme. Pour montrer
la surjectivité de 3, on pourra par exenmiple utiliser une suite récurrente.

Bi(x) =

2. Montrer le théoreme de ia boule chevelue. On pourra admettre le
théoreme de changement de variable suivant: il existe une forme linéaire
L sur C(2 B;QH) ~ B(g+1)) (dénommée "valeur moyenne sur QBEQH] -
B4y telle que L{|F7]) = 1 lorsque 7 est an élément de C(2 B£Q+l] -
Big41y) dont la restriction a 2Bigyqy - Bis4y st le déterminant jacobien

d'un C'-difféamorphisme de 2 B - B dans lui-méme.
{@+1) (Q+1)



