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Le candidat peut traiter I'une quelconque des parties en admettant les résultats précédem-
ment €noncés dans les autres parties. On attire ['attention du candidat sur e fait qu'une
fois admis les résultats du V', la derniere partie du probléeme est indépendante des parties
précédentes. '

Les symboles n. 7 {respectivement z) désigneront des nombres entiers {respectivement un
nombre réel) > 1.

Le svmbole p désignera toujours un nombre premier.

On designe par vp(n} la plus grande puissance, éventuellernent nulle. de p divisant n.
L'enuer [z] désigne la partie entiére de z.

Si f.g som deux fonctions numériques définies au voisinage de +oc. I'écriture f = Olg)
signifie que f est produit de ¢ par une fonction bornée au voisinage de + .

De méme. si v, et v, sont deux suites a valeurs complexes, I'écriture , = v, ) signifie
que la suite u, est produit de la suite v, par une suite bornée au voisinage de +ox.

La notation ) uy désigne la somme des u, étendue aux entiers d 2 1 divisant n.
din

On désigne par In le logarithme népérien,

On se donne un entier non nul N fixé une fois pour toutes.

On note G{.N') le groupe multiplicatif des éléments inversibles de Vanncau Z/x-5.
Préliminaire

fl

Lo Sair 5w, Y o, deux sfries< de nombres complexex. Sott U, = Sy o sonme
! n>l =1

p-rtielle. Viénfier Uegalité

" n=-1
Z wte = Untn + Z Calve — cegr ).
k=] k=1
I

Soit G un groupe commutatif fini dont on notera la lo; multiplicativement. On dit qu'un
homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif C est un caractére de . Soent y et
\' deux caractéres de G. Le produit yx' est défini par la formule

x4 '{g) = x(g)\'(g) pour g € G.

On note 1 le caractere constant de valeur 1. L'ensemble ¢ des caractéres de (G est ainsi
mum d'une loi de groupe d’élément neutre 1.

On note G le groupe des caracteres de G.

On note enfin { le caractére qui a ¢ € G associe le_ conjugue y(g) de ig).



Pour-tout r € G. considérons "application ¢, E@ :
C

G - "
ool
On veut d'abord prouver que le morphisme
(x) { G - €
r r @

est injectif.

1. Soit r € G, 7 # 1 et gr(x) le sous-groupe de G engendre par r. Montrer quil existe un
caractere y de gr(z) tel que \{2) # 1.

2. Soit £ la famille des sous-groupes H de G contenant gr{z) tels que y\ se prolonge en
un caractere de H. Montrer que F admet un élément G' de cardinal maximal. Supposous
G' # G Seit y un éléme.  de G qui n'est pas dans 7.

En considérant le plus petit n > 1 tel que y™ € G', entier dont on justifiera |'existence,
montrer que 'on pent prolonger | au groupe engendré par y et ', Conclure.

3. 801t ' € G et r € G. Comparer les sommes

Z viz) et Z Wiz

VELS VEG

En choisissant ' convenablement. montrer les formules

T Vri =00 #1

yEC
? y(uo} = card Gsiz=l

T
Montrer de meme les formnles

Z \(J.‘}:D.ﬁf,\-‘rﬁl

red;
Z viry=card G sty = 1.
reds
4. En considérant la somme > \(r). montrer card G = card ¢ Que dire alors «n
[

.

morphisme G —{ décriten (%) 7
[l

On rappelle que le svmbole p désigne un nombre premier.



On rappelle la formule In n! = nln n - n + Ofln n).

1. Montrer 'égalité
[ n
vp(nl) = —}
()= 5[

Ei déduire inégalité
2 l<un) <2
» PR Tee~1)

- En considérant I'expression (14+41)*"* ‘montrer C™ < 4™. En déduire la majoration

2m+1

H p<4™,

m+1<p<2m+1

[Ev]

3. Montrer par récurrence sur n I'inégalité IT p <4n.
pSn

. En considérant In (n'), montrer estimation

Zl—rl‘P=ln:c+O(l).
2

pLr

=

IIT

Par caractére. on entendra toujours caractére de G(N). On dira qu'un caractére y # 1 est
non trivial. On notera encore y la fonction de N dans € définje par \(n/}) = x(m mod N)
st m et N sont premiers entre eux et x{m) = 0 sinon. On a la formule V(b)) = \(uh(h)

pour tout o, b

. . .. .. {1} .
1. Suit \ un caractére uon tnivial Mootrer que la sirie Y \—”— {respeciiveinent
w>rl

vl g

E T } converge. Ou note L(K)(respectivemenr Ly{1}) sa sounne.
n>j

Dans cette partie y est désormais un caractére non trivial i valeurs réelles.

2. Soit f(n) = 3 \(d). Montrer f(nm) = F(n)fim) si pged{n.m) = 1. En déduire les
d|n
minorations

f{n) 2 1 si n est un carré et f(n) > 0 sinoun.

. n . -

Pour z > . soit g{z) = ¥ %-l Quel est le comportement de ¢ an voisinage de +oo?
nsr n

3. Montrer tres soigneusement 1'égalité

1 x{d) x(d) 1
(z) = — =14y =Y =
AP M-S Sy P W DI
LT Vicd<L d</T a' <
Grace 2 une analyse minutieuse des deux membres de la somme. montrer gue la différence

g{x) =2 /TL{\) est bornée.

4. Montrer yue Ly} est non nul dans e cas.
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IV
1. On note u(n) I'entier défin; par :

0 si n1 est divisible par le carré d'un nombre premier

pin) = (—1)"  si r est le nombre de facteurs premiers distincts de n,
re non divisible par le carré d'un nombre prermier

Montrer que pour tour »n #F 1. on al'égalite 3 u(d) = 0.
dfn

2. Soit H une fonction non nulle de N* dans C telle que ¥n,m ¢ N. Hinm) = H(n)H(m).
Calculer H{1).
On se donne également deux fonctions F et ¢ de [1. +o0f dans C telles que :

Ve e [L+oo[ Glz)= 3 F[E]H(&)

1<k<r

Montrer la formule -

Vo€ lltool Fla)= Y (k)G H(k)

1<k<r

3. Sait .\ la fonetion de i1 +20[ dans R qui & p" associe In P et qu ost nulle sur tous les
reels qui ne sont pas des entiers de la forme p". Montrer la formule

A(m) = Ei:jthﬂn (?;)

d|m

Soit x un caractére non trivial {pas forcément a valeurs réelles).
L. Posons G(rj= §° £x(n). Montrer que G(z) — 2 L{x) est borné.

l<n<r

Supposons L{x) # 0. En utilisant Je IV, déduire que 5 p_(ﬁillx_(n_l est borné.

n<zr

2. Supposons L{ y} = 0. Posons Giimy= % (_%ln Lix(n).
l<ng
Montrer que G,(r) = —rLyiy)+ Ofln (z)). Comme en 1, déduire que la fonction-

Ll(,\’Jani(n—)—f-ln (z)

n<r



est bornée.

3. En utilisant le IV, montrer

Z ,ufn Z x(pplnp + 01

n<z p<z
4. Deduire de ce qui precede
Z X(p)ln _ O(1) stLx)#0
e —ln (z)+ O(1) i Lix) =0

3.S0it T le nombre de caractéres

non triviaux tels que L{x)
Pexpression :

> ke

XEG{N)p<sz

= 0. En considérant

montrer 'estimation

card G{ ). Z n p =(1-Tn>r+0i1

p<r P

p=1 mod N

En déduire 7 <1

6. alontrer que T est nul (on distinguera le cas o v est a valeurs réclles on complexes ),

7. Svit L un entier premier a Montrer en ronsidérant |a SO
p}ln P
> Y unrELE
\EGI Ny pLr

que {p premier/ p = ! mod 1} est infini.

V]

Soit I un polvnéme non nul 4 coefficients entiers. On pote i’} le plus grand diviseur
commun des coefficients de P

Lo Montrer que si P et (Z sout denx polvnome

= non nuls i coctieiene . cutiers, alors

AP = of Pief Q)

(On pourra se ramener i ¢ Pl =¢lQ) =1 et considérer alors un éventuc] diviseur premicr
de ¢t PQ)). .



2. Soit { une racine n-ieme de 'unité. Soit P; le polynome a coeflicients dans @ unitaire
de plus petit degré qui annule (. Montrer que F; est a coefficients entiers.

On note Z[(] (resp. Q[¢]} le sous-anneau de C engendré par Z et ( (resp. par Q@ et {]. Soit
d le degre de F..

3. Montrer que B = (1.(.....(%") est une base du @-espace vectoriel Q[(].
4. Soit P un polynbéme a coefficients entiers. Montrer que pour tout nombre premier p. 1l
existe un polynome G, a coefficients entiers tel que

P(XP) = P(X) + pGp(X).

Pour tout r € Z[¢]. ou définit M () comme la matrice dans & de Vapplheation @-hinéaire

{Q[Gl - Q[

u — Ty

5. En utilisant V.7 et en considérant des matrices M{x) pour ¥ € (¢ convenables. montrer

que si { est un entier premuer a i, On a

&, Montrer ue la réunion des ensembles
k .
Ey= {—f. pgedik.dy=1et 1<k < (z}
¢
pour « > 1 divisant n est egale a

{:—_kzl ..... n}

et gune les ensembles Ey - Pentier d parcourant les diviseurs = 1 de n, sont deux a deux

disjoints. Notons $, (X} le polynome

2ikw
PX) = X — ).
AX1= [ (Y —ew(=—)
peedik ni=1
1<k<n

Montrer |nidentité

I] @a(xy= X" -1
din

En déduire que ©, est a coeflicients entiers pour tout n.
7. Qu'en deduire sur P 7



